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(Aus dem Physikalischen Institut der deutschen Universitit in Prag.)

Uber einige Beziehungen zwischen klassischer Statistik
und Quantenmechanik.

Von Reinhold Fiirth in Prag.
Mit 4 Abbildungen. (Hingegangen am 19. Januar 1933.)

Ys wird auf die formale Analogie zwischen den Differentialgleichungen fiir die
Lagewahrscheinlichkeit eines mechanischen Systems nach der klassischen
Statistik und der Quantenmechanik hingewiesen, die sich auch als Gleichungen
fir die Bewegung eines Schwarmes gleichartiger Teilchen, eine Diffusion, deuten
lassen. Als physikalische Ursachen fiir diese Diffusion werden im klassischen
Fall die Sto8e der Molekiile der umgebenden Substang, im quantenmechanischen
Fall die Unschirfebeziehungen erkannt. Die kriftefreie Diffusion im letzteren
Falle wird diskutiert und eine einfache Ableitung der Unschirferelation auf
dieser Basis gegeben. Der Gedankengang 148t sich auf die klassische Diffusion
ithertragen und man kanp fiir die Streuung der Lagen und Geschwindigkeiten
eine Ungleichung ableiten, die zur Heisenbergschen Unschirfebeziehung
in enger Analogie steht. Die gefundene Beziehung 148t sich auch aut ein einzelnes
Teilchen und allgemeiner auf ein beliebiges mechanisches System iibertragen,
wo sie aussagt, daff die gleichzeitige Messung von Lage und zugehoriger Ge-
schwindigkeit wegen der Brownschen Bewegung nur mit einer maximalen
Genauigkeit moglich ist. Die Beziehung dieses Ergebnisses zu dem Problem,
mit welcher Genauigkeit man mit einem mechanischen MeBinstrument eine
‘physikalische Grofe messen kann, wird erdrtert, wobei es sich zeigt, dafl bei
sinngeméfer Aufrassung auch hier eine nicht iiberschreitbare Genauigkeits-
grenze existiert. Zum SchluB wird die Frage, warum die klassische Diffusions-
gleichung fiir eine reelle Dichtefunktion mit reellem Diffusionskoeffizienten,
die Schrodingergleichung hingegen fiir eine komplexe Funktion mit imaginirem
Diffusionskoeffizienten gilt, vom Standpunkt der Wellenmechanik beleuchtet
und zu den Problemen der Beobachtbarkeit physikalischer GréBen und der
Umbkehrbarkeit bzw. Nichtumkehrbarkeit der Naturvorginge in Besiehung
gesetzt.

Im folgenden soll von einigen Beziehungen zwischen der klassischen
Statistik — der klassischen Diffusionstheorie und der Theorie der Brown-
schen Bewegung — einerseits und der Quantenmechanik andererseits
die Rede sein, die sich aus formalen Grimmden ergeben und, obwoehl sie zum
Teil manchem bekannt sein diirften, in diesem Zusammenhang meines
Wissens noch nicht behandelt worden sind. Insbesondere 1dBt sich zeigen,
dall sich die Heisenbergschen Unschirferelationen auch auf Vorginge
tbertragen lassen, die von der klassischen Statistik beherrscht werden,
und dafl sich dadurch neue Gesichtspunkte zu der oft behandelten Frage
nach der Grenze der Mefmoglichkeit mit einem MeBinstrument erbringen
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lassen. Hs wird ferner versucht, auch die physikalische Bedeutung der
erwihnten formalen Ahnlichkeiten und Unterschiede zu prizisieren.

1. Die klassische Diffusionstheorie wird durch die verallgemeinerte
Diffusionsgleichung

du

at
beherrscht!), worin u (z, ¥, 2, t) die Konzentration als Funktion von Ort
und Zeit, D den (als konstant angenommenen) Diffusionskoeffizienten
und v den Geschwindigkeitsvektor der durch duBere Krifte hervorgerufenen
Konvektionsstromung bedeuten. Die Losung dieser Gleichung unter
gegebenen Randbedingungen liefert die Konzentrationsverteilung in jedem
kinftigen Zeitpunkt, wenn die Verteilung im gegenwirtigen Zeitpunkt
bekannt ist.

Deutet man den Diffusionsversuch als Kollektivversuch an einer
Raumgesamtheit mit vielen, gleichartigen Teilchen, so ist udV die relative
Haufigkeit derjenigen Bestandteile der Gesamtheit, die bei diesem Kollektiv-
versuch zur Zeit ¢ in dem Volumenelement d ¥ aufgefunden werden, wenn %
der Normierungsbedingung

= D-Auw— div(uy) (1)
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fiir alle ¢ geniigt. Bei Vertauschung der Raumgesamtheit mit einer virtuellen
Gesamtheit verwandelt sich die Diffusionsgleichung (1) in eine Gleichung
fir die ,,Wahrscheinlichkeitsdichte % der Lage eines Einzelteilchens,
die als Funktion der Zeit berechnet werden kann, wenn sie zur Zeit Null
bekannt ist: die Smoluchowskische Differentialgleichung fiir die Brown-
sche Bewegung eines FRinzelteilchens unter der Wirkung von &ufleren
Kriften?).

Iis 1aBt sich zeigen, daB die Smoluchowskische Gleichung Spezialfall
einer anderen Differentialgleichung ist, die unter sehr allgemeinen Be-
dingungen fir die Brownsche Bewegung eines beliebigen mechanischen
Systems abgeleitet werden kann und gewthnlich als Fokker-Plancksche
Differentialgleichung bezeichnet wird3). Sie 148t sich nach Schrédinger?)
in der Form
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