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(Aus dem Physikalischen Institut der deutsehen Universitgg in Prag.) 

Ober  e in ige  B e z i e h u n g e n  z w i s c h e n  k l a s s i s c h e r  Stat i s t ik  
u n d  Q u a n t e n m e c h a n i k .  

Von Reinhold Fiirth in Prag. 

Mit 4 Abbildungen. (Eingegangen am 19. Januar 1933.) 

Es wird auf die formale Analogie zwisehen den DifferentiMgleiebungen fth" die 
Lagewahrscheinliehkeit eines mechanisehen Systems naeh der klassisahen 
Statistik und der Quantemzteehanik hingewiesen, die sieh auch als Gleiehungen 
fttr die Bewegung eines Sehwa.rmes gleichartiger Teilehen, eine Diffusion, deuten 
lessen. Als physikalisehe Ursaehen ftir diese Diffusion werden im klassisehen 
Fall die StSl3e der Molekiite tier umgebenden Substanz, im quantenmeehauisehen 
Fall die Unscb/~rfebeziehungen erkannt. Die kriiftefreie Diffusion im letzteren 
Falle wird diskutiert und eine einfaehe Ableitung der Unschiirferelation auf 
dieser Basis gegeben. Der Gedankengang lfil3t sieh auf die klassische Diffusion 
iibertragen und man kann fttr die Streuung der Lagen und Gesehwindigkeiten 
eine Ungleiehung ableiten, die zur t i e i senbergsehen  UnsehSrfebeziehung 
in enger Analogie stehl;. Die gefundene Beziehung li~13t sieh aueh au• ein einzelnes 
Teilehen und allgemeiner auf ein beliebiges mechanisehes System fibertragen, 
we sie aussagt, dab die gleiehzeitige Messung yon Lage und zugehSriger Ge- 
sehwindigkeit wegen der Brownschen Bewegung nur mit einer maximalen 
Genauigkeit mSglich ist. Die Beziehung dieses Ergebnisses zu dem Problem, 
mit weleher Genauigkeit man mit einem meehanisehen MeBinstrument eine 
physikalisehe GrSl3e messen kann, wird erSrtert, wobei es sieh zeigt, dab bei 
sinngemii.ger AufIassung aueh bier eine nieht tibersehreigbare Genauigkeits- 
grenze existiert. Zmn Schlul3 wird die Frage, warum die klassisehe Diffusions- 
gleichung fiir eiue reelle Diehtefunktion mig reellem Diffusionskoeffizienten, 
die SehrSdingergleiehung hingegen f('tr eine komplexe Funktion mit imaginiirem 
Diffusionskoeffizienten gilt, veto Standtmnkt der Wellemneebanik beleuehtet 
nnd zu den Problemen der Beobachtbarkelt ph~ikMiseher GrSBen und der 
Umkehrbarkeit bzw. Nichtumkehrbarkeit der Naturvorggnge in Beziehung 

gese~zt. 

Im folgenden sell yon einigen Beziehungen zwischen der klassischen 

Statis~ik - -  der klassisehen Diffusionstheorie und der Theorie der B r o w n -  

schen Bewegung - -  einerseits und der Quantenmechanik andererseits 

die Rede sein, die sich aus formalen Gri~nden ergeben und, obwohl sie zum 

Tell manchem bekannt sein diirften, in diesem Zusammenhang meines 

Wissens noeh nieht behandelt worden sin& Insbesondere l~il3t sich zeigen, 

dag sich die H e i s e n b e r g s c h e n  Unsch~rferelationen aueh auf Vorg~nge 
iibertragen lessen, die yon tier klassisehen 8tatistik beherrscht werden, 
und dal3 sieh dadurch neue Gesichtspunkte zu der oft behandelten Frage 
nach der Grenze der Mel3m6gliehkeit mit einem MeBinstrumen~ erbringen 

Zeitschrif t  ffir Physik .  Bd. 81. 10 



144 Reinhold Fiirth, 

lassen. Es wird ferner versueh~, such die physikalische Bedeutung der 
erwghnten formalen Ahnlichkeiten und Unterschiede zu prgzisieren. 

1. Die klassische Diffusionstheorie wird dutch die verallgemeinerte 
Diifusionsgleiehung 

d u  
0-7 : D .  A u - -  div(u~) (1) 

beherrsehtl), worin q~ (x, y, z, t) die Konzentration als Funktion yon Oft 
und Zeit, D den (als konstant angenommenen) Diffusionskoeffizienten 
und ~ den Geschwindigkeitsvektor der dutch guBere Krgfte hervorgeru/enen 
KonvektionsstrSmung bedeuten. Die LSsung dieser Gleichung unter 
gegebenen Randbedingungen liefert die Konzentrationsverteilung in jedem 
kimftigen Zeitpunkt, wenn die Verteilung im gegenw~rtigen Zeitpunkt 
bekannt ist. 

Deutet man den Diffusionsversueh als Kollektivversuch an einer 
~aumgesamtheit mit vielen, gleiehartigen Teilchen, so ist ud V die relative 
Hgufigkeit derjenigen Bestandteile der Gesamtheit, die bei diesem Kollektiv- 
versuch zur Zeit t in dem u d V aufgefunden werden, wenn u 
der Normierungsbedingung 

for alle t genOgt. Bei Vertausehung der l~aumgesamtheit mit einer virtuellen 
Gesamtheit verwandelt sieh die Diffusionsgleichung (1) in eine Gleichung 
for die ,,Wahrscheinlichkeitsdiehte" u der Lage eines Einzelteilchens, 
die als Funktion der Zeit berechne~ werden kann, wenn sie zur Zeit Null 
bekannt ist: die S m o 1 u c h o w s kisehe DifferentiMgleichung fOr die B r o w n- 
sehe Bewegung eines Einzelteilchens unter der Wirkung yon ~uBeren 
Krgften2). 

Es laBt sich zeigen, dab die Smoluehowskische  Gleichung Spezialfall 
einer anderen Differentialgleiehung ist, die unter sehr Mlgemeinen Be- 
dingungen for die Brownsehe Bewegung eines beliebigen meehanischen 
Systems abgeleitet werden kann und gewShnlieh Ms F o k k e r - P l a n c k s c h e  
DifferentiMgleiehung bezeiehnet wird3). Sie l~Bt sieh naeh S eh rS d in g e r  a) 
in der Form 

Ou 
o-i  = F u (8) 

1) Vgl. z. B. Frank-Mi~es, DifferentiM- u. Integt-Mgleiehungen d. math. 
Physik 2, 248. 
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