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Quantentheorie und fi infdimensionale Relativit~tstheorie. 
Von Oskar Klein in Kopenhagen. 

(Eingegangen am 28. April 1926.) 

Auf den folgenden Seiten mSchte ich auf einen einfachen Zusammenhang hin- 
weisen zwischen der yon Kaluza  1) vorgeschlagencn Theorie filr den Zusammen- 
hang zwischen Elektromagnetismus und Gravitation cinerseits und der von 
de Broglic  2) und SchrSdinger  3) angegebenen Methodc zur Behandlung der 
Quantenprobleme andererseits. Die Theorie yon Kaluza  geht darauf hinaus, die 
zehn Einsteinsehen Gravitationspotentiale gik und die vicr elektromagnetisehen 
Potentiale ~i in Zusammenhang zu bringen mit den Koeffizienten Yi~ eines 
Linienelementes von einem Riemannschen Raum~ der atdler den vier gewOhn- 
lichen Dimensionen noch eine ffinfte Dimension enth~ilt. Die Bewegungsgleichungen 
der elektrischen Teilchen nehmen hierbei auch in elektromagnetisehen Feldern 
die Gestalt von Gleichungen geod~tiseher Linien an. Wenn dieselben als Strahlen- 
gleichungen gedeutet werden, indem die Materie als eine Art Wellenausbreitun~ 
betraehtet wird, kommt man fast von selbst zu einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, die als eine Verallgemeinerung der gewShnlichen 
Wellengleiehung angesehen werden kann. Werden nun solche LSsungen dieser 
Gleichung betrachtct, bei denen die f[infte Dimension rein harmonisch auftritt mit 
einer bestimmten mit der Planekschen Konstante zusammenh~ngenden Periode, so 

kommt man eben zu den obenerw~hnten quantentheoretischen ~ethoden. 

w 1. F i l n f d i m e n s i o n a l e  R e l a t i v i t ~ t s t h e o r i e .  Ich range 

damlt an, eine kurze Dars t e lhng  yon der liinfdimenslonalen Relativit~ts- 

theorie zu geben, die sich nahe an die Theorie yon K a l u z a  anschliel~t, 

aber in einlgen Punkten yon derselben abweicht. 

Betrachteu wir ein fiinfdimensionales R i e m a n n s e h e s  Linienelement, 

ffir welches wir einen vom Koordinatensystem unabh~ngigen Sinn postu- 

lierem Wir schreiben dasse]be: 

d 6  ----- ~ . ~ T i k d x i d x  k, (1) 

wo das Zeichen 2~, wle iibera]l im tolgenden, elne Summation fiber die 

doppelt vorkommenden Indlzes yon 0 his 4 angibt. Hierbei bezeictmen 

x ~ . . .  x 4 die ~finf Koordinaten des Raumes. Die 15 Gr~l~en ~ik sind die 

kovarianten Komponenten eines tfinfdimensionalen symmetrischen Tensors. 

Um yon denselben zu den GrS~en gi~ und r der gewiihnlichen Relativi- 

tatstheorie zu kommen, miissen wir gewisse spezielle Annahmen machen. 

Erstens mfissen vler der Koordlnaten, sagen wir  x ~, x ~, x 8, x 4, stets den 

gew~ihnlichen Zeitraum charakterlsieren. Zweitens diirfen die Griil3en 

1) Th. Kaluza ,  Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1921, S. 966. 
2) L. de Broglie ,  Ann. d. Phys. (10) 8, 22, 1925. Theses, Paris 1924. 
~) E. SchrSdinger ,  Ann. d. Phys. 79, 361 und 489, 1926. 
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7ik nieht yon der fiinften Koordinate x ~ abhAngen. Hieraus folgt, dal~ 
die erlaubten Koordinatentransformationen sich auf die folgende Gruppe 
beschri~nken 1): 

z~ = x~ + ~o ( x l ' ,  x~' ,  x3', x"), 
x ~ - ~  * i ( x  1', x ~', x 3', x ~') (i ----- 1, 2, 3, 4). J (2) 

Eigentlich batten wir in der ersten Gleichung Konstante real x ~ anstat t  
x ~ schreiben sollen. Die Beschrankung auf den Wer t  Eins der Kon- 
stante ist ja aber ganz nnwesentlieh. 

Wie man leicht zeigt, bleibt 7oo bei den Transformationen (2) in- 
variant. Die Annahme 7oo ~--- Const. ist deshalb zulassig. Die Vermutung 
liegt nahe, daft nur die Verhaltnisse der 7ik einen physikalischen Sinn 

haben. Dann ist diese Annahme nur eine immer mSg]iehe Konvention. 
Indem wir die ~Ial~einheit yon x ~ vorlaufig unbestimmt lassen, setzen wir: 

7oo ---~ ~" (3)  

Man zeigt ferner, dai] die tolgenden DifferentialgrSl]en bei den Trans- 

formationen (2) invariant bleiben, namlich 1): 

d ~ - d z  ~ 2 4 7 1 7 6  dx i, (4) 
~oo 

( ~~176  (5) 
ds~ ~ -  7"~' 700 / 

In diesen Ausdriicken soll iiber die doppelt vorkommenden Indizes yon 
1 bis 4 summiert werden. Bei solchen Summen wollen wir, wie iiblieh, 
das Summenzeichen fortlassen. Die GrSl3en d @ und d s hiingen in tier 
[olgenden Weise mit  dem Linienelement d a zusammen: 

d a  2 ~--- ~ d #  2 + ds 2. (6) 

Auf Grund der Invarianz yon d #  and 700 ~olgt nun, dal] die ~ier 7o~ 
(/ :~: 0), wenn x ~ festgehalten wird, sieh wie die kovarianten Kompo- 
nenten eines gewShnliehen Vierervektors transformieren. Wenn x ~ mit- 
transformiert wird, tr i t t  noeh der Gradient eines Skalars additiv hinzu. 
Dies bedeutet, dab die Grs~en: 

d7o,  C)yok 
8 zk 8 x~ 

1) Vgl. H. A. Kramer s ,  Proe. Amsterdam 28, bIr. 7, 1922, wo eine an die 
nun folgenden Betraehtungen erinnernde ~berlegung mit einem einfaehen Beweis 
for die Invarianz yon d#  uad ds 2 gegeben ist. 


